
Dreiecke als Elemente algebraischer Kiirper

Von KlEus Rutunusnnc in Bonn

1. Dreiecke. Betrachtet werden die Dreiecke des dreidimensionalen euklidischen
Raumes. Wir fassen sie zu Klassen d,quivalenter Dreiecke zusammen; zur gleichen
Klasse sollen alle Dreiecke von gleicher Gestalt, Zentrierung und Stellung ge-

horen. I)abei haben ,,gleiche Ge-
stalt" Dreiecke, die zueinander
d,hnlich sind; ein Dreieck leBt sich
auf sechs Arten , ,zentrieren( 

' 
, d. h.

auf drei Arten leBt sich eine Ecke
hervorheben und auf je zwei Ar-
ten kann der Umlaufsinn gewehlt
werden (Fig. 1) ; Dreiecke gleicher

,,Stellung" besitzen parallele Nor-
malen or X oz (Fig. 2).

Wenn wir im folgenden Yon

,,I)reieck" sprechen, so ist ge-
meint eine Klasse d,quivalentcr
Dreiecke im zuvor beschriebenen
Sinne. Zo jedem solchen Dreieck
gehort ein Vektorenzweibein nach
Fig. 2: Zwischen clem bei dcr
Zentrierung ausge\r'ihlten Punkt
,{ und dem clurc}r tlen (clabci eben -

falls angenommenen) Umlaufsinn
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Fig. 1. Die sechs Arten, ein Dreieck zu zentrieren
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Fig. 2. Das einem Dreieck zugeordnete Z'rveibeio or, oz
der zugehorige wesentliche Vektor o ttnd die zugeord-

nete Zahl u

festgelegten ,,ndchsten Punkt" .B wird der Vektor 0r aufgespannt, zwischen .d' und
dem dritten Punkt C des Dreiecks liegt der Spannvektor a2'

Als wesentlicher Vektor a des Dreiecks wird definiert:

O I X O e (02  +  n)  ,o l -
o s X o r

( 1 )
l * r l t  I n r l '  

)

wobei o1 X cz das d,uBere Produkt zweier Vektoren und n der Nullvektor ist. Die
wesentliche Zahl a des Dreiecks ist definiert durch

(2) ct: - ii;f; , 
(o2 * *) i

dabei ist 0r. sz das innere Produkt d.er Vektoren 01 und 02. Zu jedem unserer Drei'

ecke (mit oz * n) existiert ein a und ein a.
Umgekehrt ist auch jedem c + n und beliebigen reellen a ein Dreieck zugeordnet:

I\tit dem Dinheitsvektor

(3 )
O  O 1  X  O z  t ^* i - r - -  -  ( u * l t )

l s l  l a r  x  o r l

ist die Stellung des Dreiecks und

( l  * )

bestinnmt zusammen mit

( 2 * )

sein Umlaufsinn festgelegt. Und

ln l  :  l+l  s in e|  ,  l c z l

u . -  l : l  c o s s ?
l u z l



d"t Offnungs*'inlier v (mit 0< p<n). Es ist

c o t q  -  - 1 ,  / ) . : -'  
l c l '  

( i ' -

offnungswinkel g und Seitenverhd,ltnis g legen aber clie Gestalt cles r)reiecks fest.Jedes unserer ,,Dreiecke,. ,ui.d ,lso du.;;;r'';rr"

A -  ( " l o ) ( o + n )  ,
bestehend aus einem velitor g (t n) und einer reelren zahr a charakterisiert.Den Fall c :'rverden wir in clen forg"nJ".r-n"t.achtungen mit einbeziehen; hierist die Deutung einfacher und als Grenzfill (Entartungsfall) cler Dreiecke aufzufassen

(Fig. B): Wir gehen von einem beliebi_
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r -

l a ? l  s r n P

Vektor -Zweibein ausgeorleles Dreieck
t otr= Q

oL2 A=B C'  
4 t .

. ' j

el
<

€ n-u2 9 A C

so hd,tte man in (2*) cp : 
+, wrrs in

(1 *) auf I n | * 0 ftihrte uncl einen Wider_
spruch zur Annahme darstellte; mit
01 : tt ist (1) und (2) a,uch erft i l l t .  Bei
cr + 0 folgt aus (2*) I o, | + 0 uncl p

gen 0z * l l  aus. Ist

I n t l  -  o ,  c l . h .  c r 1
a - 0, so finden rvir
-- l l; rvrire I n, | + 0,q , = 0

q,>0

a < 0

a )

qeht wegen

TT
-l-- f - o ,

LFig. 3. Die ausgearteten Dreiecke (a, n), oz * n
beliebig vorgegeben

dies seinerseits erbringt mit (l *)
ode r  p :  r t ,  d . h ,  01  :  Laz  (A+
(2*) eingesetzt, ergibt sich

9 : 0
0).  In

9 : 0 :
9 :  n :

(l) und (2) werden offenbar erfiillt.
.Zusammenfassend ld,Bt sich sagen:Jedem paar

A : (ala)
(a eine beliebige reelle zaht, aein beliebiger vektor cles -R3) ist eins unserer ,,Dreieclie ,,
zugeordnet, sei es nun ein echtes ocler iin ,,.r".t t., Dreiecli.

2. Dic llrultiplikation von Drciccken. zweiDreieckell und.rzrassen sich immerso aneinanderlegen, daB die- 1. seite von /2 mit der z. s"it" ;;r;;;;r-menfdllt.
Dies geht aufgenatl eine Weise .Zweiso zusammengelegte Dreiecke
spannerl eine reiumliche Ecke a,uf (Irig. 4). Mi; /1-uncl az isLdie dritte Seite /3 clieser Ecke eincleutig f,cstimrnt. \Vir scSreiSerr

trig. 4. Geometrische
Deutung von
A t o  A z :  l e

wenn  A t :  ( "  I  o )  t l nd  Az :  (p  I  b )
Der Berveis \verd"e geftihrt 

'uirter

rviclilungssd,tze ftir cLas innere nncl

2 l  >  0  I
U < o l = ' 0 1  

: c l o z i

o z '  0 g

I  n r l ' -  
-

Benntzung beliannter IInt-
d,u8ere llroclukt.

. qr] g?
l o u l '

U L - -

(4) A s :  A 1 o  l l 2

Diese zrveistellige Relation wircl erfaBt clurch
( 5 )  l s : ( y l i l  _  ( a  p  _  o . b l " b  +  p o +  c r x  b )  ,

aB - o . b - -01 -:1,?-
I o : 1 "

( t r u )  . ( t ) x l r ) ) _ _ ( t

CIr X cts-f 
,D-lt-

(u  .  tu )  ( t  .  t r r ;
6 6

Lr )  (u  .  tu )  -



t iber in

afr - ct

l t )

clalS

(6 )

, lb  -  
l * F . l  . r F  t ( o ' o z )  ( o s ' c t s )  -  ( a ' o z )  ( o z ' o a )  *  ( o z . 0 z )  ( 0 r . 0 g ) )  -
o r ' o g: T d * f , : Y '

Zunaehst fblgt unter Renutzung von

( t x u )  x ( r . r x t u )  - ( t u t t l )  u - ( t u u )  r u ,

e t r  +  a f r  +  o  x  b :  
l n t r i 4 t  { -  t t r l ' 02 )  (nz  X  c rs )  -  (01  ) (  c rz )  (02 .C Ig )

*  (o r  X  oz )  X  (oz  r  oB) )  -  - , , -  - , . . f  , - -0 z  X  o 3 ) j :  
l 0 2  1 2 .  1 0 ,  l r  { -  ( 0 t '  o z )  ( o z  x  o s )

(n r  x  oz )  (c r2  .  03 )  +  ( t l 102 'o3 l ' r r2 i  . " '

Abl<tirzung rvercle gesetzt

I : : e b +  a f r +  0 X b .

innere Mult ipl i l iat ion mit ( ' r1, 02, 0B ft ihrt auf

I ' 0 1  - - 0 ,

I ' o a ' - 0 ,

l .  .  
^ (or az oit)t t z  - -  

1 n r 1 2
Aus c leu beir len ersten Gleic l r ,ngen sc l r l ic f3t  man a ' { '

so da8
&  -  A ' n  X  o g ,

L '  ( r z -  -  7 ( a r n 2  o 3 )

1  I  t _ ,f t - - l o s l - - '

Zur

( i )

Die

_ (qrr. qq)_
I  nu  l '

Bei (41 cr2 oB) + 0 folgt daraus

also die Behauptung

Auch bei  (o1cr2 o3) -  0

in (6) einftihrt.

lt'ig. 5. (rleornetrisciter Berveis fiir die Gii lt igkcit
des Assoziatir-gesetzes

( J r  o  i l 2 )  o  . 4 s :  l t o  ( t l z o

r.  _ Ot )( t l f
I  _  

l , i r l r _  
- -  c .

le8t sich der Berveis fiihren, inclem man

r l 3 - - _ L r t n t * p , z A z

3. Die Gruppcllcigrlnschaft der o Yer-
kniipfung. Es bleibt zu zeigen, cla8 die
Paare beziiglich cler fiir sie in 1S ) erlild.rten
Il'ltipliliation eine Gr,ppe bilclen, rvenn
rnAn (0|rr) ausschl ief l t .  I \ fot,  sicht clurch
I-,l insetzen in (b) sofort, cla B ( l I tr ) rlas
neut ' * le  I l lement is t .  I ) ie  Gi i l t igr ie i t  crcs
Assoziat ir-gesetzes fr lgt anschair l ich mit
Irig. 5 ; rechnerisch ro*irt nli lrl sie mit
clem Itrntu'i clilungssrr tzAe)



Fig. 6. Geornetr ische I)etrtung vorl
A o A * - ( l l n )

r u  X  ( b  X  t u )  :  ( r t . r u )  . n  -  ( u . u )  . r u

nach.
Die geometrische lledeutung der ltlulti-

plikation der Paare gestattet leicht die Kon-
struktion des inversen Elementes, d.enn
inverse Dreie clie unterscheiden sich nur
durch. den Richtungssinn ihres Stellungs-
vektors (Fig. 6). Hat I dasseitenverhriltnis
Q, so hat I * das Verhd,ltnis Q-l uncl wegen
cP - (p* folgt

I n * l  -  g - r . s i r . ? :  I n l .  Q - 2 ,
a * - Q - l  ' c o s j f - o - . Q - 2 ,

so claB wegen Q2 : az a a21

(8)

Durch Nachrechnen bestiitigt man, cla8 dieses Element / * invers zt a ist.
^ 

Die Rechnung zeigt ebenso wie die Anschauung die Ungtiltigkeit cles Kommutativ-
Gesetzes.

4. Die Adilition von Dreiccken. Eine zweite verkniipfung rverde erkld,rt durch
( c r lo )  x  (p l  b )  :  ( "  +  0 lo  *  b ) ,

wobei f sowohl die Addition von Zahlen als auch von Vektoren bezeichnet. Diese
verknripfung gestattet keine einfache geometrische Deutung anhand der Dreiecke,
ist aber algebraisch nahelisg.rd. Man zeigt leicht, da8 die Direiecke bezriglich dieser
Jelk-niipfung eine Abel-Gruppe bilden. Ebenso folgt ohne besondere Voraussetzungen,
daB beide Verkniipfungen distributiv sind:

( A t x  l i l  o  l t  -  A r  o  l s x  / 2  o  A s .

Die Dreiecke bilden also beztiglich o und rc einen Schiefkorper.

5. Koordinatcntlarstcllung. Die Vektoren seien bezogen auf eine orthonormierte
Basis:

o - a r i * a z l + c r g I .

Frir a rverde irh folgend€D crs geschrie-
ben, so cla8

( " 1  n )  :  ( a o l o t i  *  a , z i  *  a g f )  .

Aus den Schiefliorper-Axiomen und
der Definition von o bzw. x folgt
r l \( e l 0 , )  -

>F

\-/

("0 |  n) * (0 lar i)  x (0 lc,z i)
(o lo r  f )  :  ( "o l  n )  I  ( * r  I  n )
( 0  l i )  * ( c r z l n )  o  ( 0  l i )

ftir Dreiecksmultiplikationen

,r  (ue I r i)  o (0, I)  .

Schreibt man ftir * uncl o einfacher *
und . ;  ersetzt rnan (0l i)  durch i ;  (a,elr i)
durch c6 usw., so gi l t

( 9 )  ( " l n )  :  o o  *  a r i  *  a : i *  o s f .

Fig. 7. Beispiele
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Aus der Definition der
folgcn dic Prochrl<tc cler

Multiplikation und den
Bn sisvel<toren :

1 -  I  l r r )
bzl'.

INigenschaften des d,u Beren Prorlukts

.t
t

I

r  - 1
- f

i
Jedes Element dieser Tabelle l:iBt siclr auch unmittelbar anschaulich clurch clas
Aneinanderlegen von Dreiecken gewinnen (X'ig. Z).

D__er Schiefkorper der Dreiecke ist isomorph zunr, Schi,efk6rper der euater.nionen.
wir schreiben auch in ,,Polarkoordinaten" ein Dreieck leine euaternion) in der

Form

t l 0 )  ( a l o )  -  g ( cos  p  f  i  s i nq ) ,

wo g das SeitenverhdltniS, g den Offnungswinkel uncl i den Stellungsvehtor cles l)rei-
ecks mit i  ". j7 -l bedeutet.

- _6. Untorktirpor. Man zeigt le icht : Z'vei Dreicclic (al o) unct (r9l b) sind bei cicr M.lti-
plikation genau dann vertauschbar, 1venrl c und b ji,ier. *tltrangig sincl. Drciecke,
deren Stellungsvektoren hollinear sincl, bilden also jev'eils einen koirirutativcn Unter-
k<irper. Jeder dieser Iiorper ist isomorph zum Korper cLer komplexe n Zahlen. Dreiecke
eines solchen unterkorpers kann man immer in eine (GauBscle) Ebene bringen.

. .7. Zusammenfassung. Unter Beriicksichtigung neuerer Gesichtspunkte ri.urcle cler
historisch gegebene Zusam-menhang zwischen v.Ltor- uncl euaternionen-Rechnung
wieder ins Bliclifeld gerrickt. Didalitisch zeigte sich : Die Quaternioncn l,rsscn sicii

geonretr isch als l)reiecl ie einf i ihren,
die algebraisch clurch eiu lrtriu.. be-
stehencl aus Zahl uncl Velitor, cha-
rakterisiert sind. Die geornetrische
I)arstellung in einem vierclirrensio-
nalen Vektorraum ertibrigt sich sc.
Irormal vollzieht sich die Einftihrung
in Analogie zur Einfuhrung der
komplexen Zahlen als Parrre reeller
Zahlen lVlan kann die Schiefliorper-
Axiome deduzieren, inclern nlan sich
auf das Rechnen mit reellen Zallen
und Vektoren bezieht. Alle Axiome
cler Nlultiplikation lassen sich auch
anschaulich gewinnen.

Geht rnan davon aus, dtrB der Be-
griff cles Vel<tors anschaulicher ist
als jcner cler: Vcrsch icbung, So m ag
clie lJrfrr,hrung cles Verfirsst rs plau-
sibel sein: Der hier benutzte Begriff
des Dreiecks ist anschauliclier als dt r
Begriff der Drehstrecliung. -Dies zeigt,
sich nic:ht nur bci cler. Behtrndlung
cler Qutrtcrnionelt, sonclern iruch be-
reits bei der geornctrischen li inftih-
rung d.er komplexen Za,hlen (trig. 8).
Die Schiiler sagerl: Bei der Deutung

l i i
r - j
I i
i  - r

B

Fig. 8. Itrrlriuterungen zn (0 | i) o (0 I i) -
rnit clen Reprd,sentanten o1 : f, o: : i

0 1 ' : j ,  a z ' : - q f .

Fig. 9. Darstellung von
( - 2 1  n )  o  ( - 3 l n )  -  ( * o l n )

frQ



der Zahlen als Dreiecke sind die ni c h t -reelle n Zahlen
denn d-iesen entsprechen ausgeartete Dreiecl ie mit
bzw. 180".

__lie--Einfrihrung der Add.ition ganzer Zaltlen unter Benutzung cles geometrischen
Modells der Vehtoradd-ition ist didalitisch anerkannt. Ihr entspr:iiche d"as Moclell clcr
Dreiecksmultipliliation zur Motivierung der Multipliliat,ionsregeln ganzer Zahlen
nach Fig. 9. Legt man die erste seite des ,,Dreieclis" (- g) an ctie zrv"eite seite cles
,,Dreieclis" (-2), so ergibt sich als Resultat das,,Dreieck,, (+O).

anschaulicher als die reellen,
einem Offnungswinkel von 0o


